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Resumen. La visualizacion espacial es una de las
principales dificultades de los estudiantes de
Matematicas, en particular, cuando estudian la
representacion visual de curvas de nivel de funciones
de dos variables. En este trabajo se reporta el disefio
e implementacién de un applet GeoGebra en un
grupo de estudiantes de ingenieria que cursaron la
asignatura Calculo y Analisis Vectorial, asi como un
analisis cualitativo de las diferentes perspectivas
graficas de las curvas de nivel generadas por los
estudiantes con el applet para diferentes funciones.
Los resultados muestran que el applet favorece, en los
estudiantes, la representaciéon visual en el espacio de
las curvas de nivel, asi como la apropiacion del
concepto matematico. Finalmente, se plantean
algunas sugerencias para el uso futuro del applet
desde la perspectiva docente.
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Abstract. Spatial visualization is a main difficulty for
Mathematics students, particularly, when they study
the representation of level curves of two variables
functions. In this document it reports the design and
implementation of a GeoGebra applet with a group of
engineer students on a course of Calculus and
Vectorial Analysis. Also, a qualitative analysis of the
different graphical perspectives about the level
curves generated by students with the applet for
different functions. It is showing by the results that
this GeoGebra applet support, on students, the
special representation of level curves and the
appropriation of this mathematic concept. Finally, is
put on the table some suggest for the future use of the
applet from the docent perspective.
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I. INTRODUCCION

La experiencia docente que se presenta en este
documento se ubica en un curso de Caélculo y Analisis
Vectorial de nivel superior, en donde uno de los
conceptos mas relevantes y complejos para los
estudiantes es el de funcién de dos variables, el cual
Stewart (2012) define como:

Una regla que asigna a cada par ordenado de
numeros reales (X ,y) de un conjunto D, un tnico
namero real que se denota con f (x,y). El
conjunto D es el dominio de f y su rango es el
conjunto de valores que toma f, es decir,

x,y|Vix,y] € D|.(p.878)

Especificamente, el trabajo que aqui se reporta es sobre
el disefio e implementacion de un applet GeoGebra para
el andlisis de curvas de nivel de funciones de dos
variables, que, de acuerdo con Stewart (2012, p. 883)
“son las curvas cuyas ecuaciones son f (X,y]=k,
donde k es una constante (en el rango de f).” (Ver
Figura 1).

Figura 1. Curvas de nivel de una funcion de dos
variables. Fuente: Stewart, J. (2012).

Al igual que Landa (2010), se considera que las
representaciones graficas de funciones de dos variables
generan dificultades para los estudiantes porque es
necesario ver a estas como relaciones entre una variable
dependiente y dos independientes mas que como un

objeto geométrico. En ese sentido, cuando se afiaden las
curvas de nivel, como en la Figura 1, se incrementa la
complejidad de este concepto pues se combinan dos
formas de representacion de la funcioén de dos variables,
por un lado, la superficie en el espacio tridimensional y
por otro, las curvas que se proyectan en el plano
cartesiano XY .

Tomando eso como referencia, es evidente que los
alumnos universitarios atraviesan ciertas dificultades al
pasar del estudio del Calculo en una variable al estudio
del Calculo en dos o mas variables. De hecho, existen
multiples trabajos de investigacion que abordan estas
dificultades, que se han tomado como punto de partida
para el disefio del applet, por un lado, las dificultades
para visualizar y producir imagenes mentales de objetos
tridimensionales (Andrade y Montecino, 2011, citado
por Del Rio, 2016, p.2) y, por otro, las dificultades que
surgen por la necesidad de representar objetos
tridimensionales en el plano (Gotte y Mantica, 2013,
citado por Del Rio, 2016, p. 2).

Aqui es importante sefialar que, aunque en la literatura
se pueden encontrar una variedad de estudios sobre el
concepto de funcion (de una variable), no es asi cuando
se trata del tema de funciones de dos variables, es decir,
que no ha sido abordado con la misma frecuencia. A este
respecto, Landa (2010) considera que una de las causas
posibles es que se cree que los estudiantes de nivel
superior ya dominan el concepto de funcion previo al
estudio de funciones de dos variables, y, por tanto, el
transito no deberia ser complicado. No obstante, como
se ha visto, las dificultades reportadas sobre el concepto
de funciones de dos variables estdn mas relacionadas
con sus diferentes representaciones y la relacion entre
ellas, que con el mismo concepto.

En lo que respecta a la visualizacién que se requiere
para el estudio de funciones de dos variables y sus
representaciones graficas, como las curvas de nivel,
Esteban et al. (2006) sefialan que la perspectiva visual
ayuda a los estudiantes a comprender conceptos del
Célculo, pues ademas de favorecer su interpretacion
permite evocar las imagenes mentales asociadas a los
conceptos previos relaciondndolos con los conceptos
que se abordan por primera vez.

Empero, cuando se trabaja en un entorno de lapiz y
papel, como se hace tradicionalmente, esta visualizacion
no es favorecida, pues se recurre a estrategias en donde
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los estudiantes infieren las propiedades de las funciones
y sus graficas a partir de métodos analiticos
principalmente. Por ejemplo, en el caso de las curvas de
nivel, se sugiere a los estudiantes resolver sistemas no
lineales para determinar las ecuaciones y deducir el
comportamiento de dichas curvas, o bien se emplean
cortes con planos paralelos a los planos coordenados
para formar curvas de contorno de las superficies que
dan una idea del comportamiento de las graficas. Sin
embargo, este tipo de aproximaciones estaticas a las
graficas de funciones de dos variables y las curvas de
nivel presupone por parte de los estudiantes un dominio
avanzado de objetos geométricos (Landa, 2010).

Otro de los aspectos clave que se debe considerar para el
estudio y andlisis de curvas de nivel de funciones de dos
variables es el uso y transito por diferentes sistemas de
representacion semidtica por parte de los estudiantes, tal
como sefiala Duval (2006). De acuerdo con este autor,
no es suficiente con que los estudiantes cuenten con
diferentes registros de representacion durante la
actividad matematica, sino que ademas se necesita
coordinar internamente entre los diferentes sistemas para
que dichas representaciones no sean consideradas como
dos objetos diferentes y sin ninguna relacién aun cuando
provienen del mismo objeto matematico. Si se logra esta
articulacion,  los  estudiantes  pueden  elegir
convenientemente aquellos registros de representacion
que contribuyen mejor al logro de los objetivos de una
actividad.

Pese a lo anterior, Del Rio (2016) considera que “dicha
articulacion entre registros resulta compleja al implicar
objetos del espacio tridimensional, en particular en
cuanto al trabajo grafico, ya que requiere la
representacion en perspectiva de objetos
tridimensionales en el plano” (p. 3). Si se toma en
cuenta que este tipo de graficas son nuevas para los
estudiantes, entonces se tiene una razon mas por la que
tanto alumnos como profesores se evocan mas en el
trabajo algebraico que en el grafico.

Ahora que se tiene un panorama general de los
conceptos en los que se centra esta experiencia docente,
asi como las dificultades asociadas a su estudio en
Célculo de nivel superior, es momento de presentar
algunos trabajos de investigacion y propuestas de
intervencion que se han hecho en los tltimos afios en
torno a los conceptos mencionados, con el fin de

enfatizar la aportacion que este trabajo hace al campo
disciplinar docente en Matematicas.

El primer trabajo identificado es el de Esteban et al.
(2006), en el que se diseflaron experiencias de
aprendizaje para un curso de Calculo en varias variables,
donde los estudiantes abordaron algunos conceptos en
un ambiente de realidad aumentada. Especificamente en
este estudio se generaron imagenes tridimensionales con
el que interactuaron estudiantes y profesores con el fin
de favorecer la visualizacion en la construccion de
algunos conceptos. Asi, se pudieron comparar en tiempo
real objetos virtuales con objetos reales, haciendo de la
visualizacion y la  simbolizacion  herramientas
mediadoras en el proceso de abstraccion.

En segundo lugar, se tiene la propuesta de Landa (2010).
En esta, se emple6 el programa Derive 6.1 con el
proposito de ayudar a los estudiantes en un primer
contacto con la nociéon de funciones de dos variables.
Aprovechando las propiedades de este programa, se
elaboraron una seric de actividades en las que dos
deslizadores permitian que los estudiantes movieran un
punto en el plano y visualizaran su imagen
correspondiente sobre la superficie, la cual seguia
siempre trayectorias definidas por las curvas de
contorno. En ese sentido, la forma de aproximarse a las
superficies de las funciones induce a la idea que, “la
variacion de las variables independientes (los
deslizadores) produce un movimiento restringido del
punto sobre la superficie” (p. 144).

Otra propuesta que se considera relevante fue la
realizada por Santander (2019), que se basa en el uso del
programa matematico MATLAB para facilitar Ia
visualizacion de graficas de funciones en tres
dimensiones y sus curvas de nivel correspondientes.
Este autor sefiala que, a partir de los diferentes codigos
de programaciéon propios del programa, es posible
construir, manipular e interpretar este tipo de funciones
y curvas, haciendo que el estudiante pueda asimilar los
conocimientos por medio de la visualizacion para luego
generalizarlo en funciones de n variables.

El trabajo mas reciente identificado para el estudio de
curvas de nivel de una funciéon de dos variables con
estudiantes de ingenieria es el de Del Rio (2020). En
este se disefiaron una serie de actividades que utilizaban
la aplicacion de Realidad Aumentada (RA) para méviles
LandscapAR a través de las cuales los estudiantes
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podian crear islas y terrenos con base en las lineas de
elevacion, que originalmente estaban en papel y que se
traducian directamente en un paisaje 3D. Lo destacable
de esta propuesta es que se abordaron contenidos
vinculados con otra asignatura en la que también se
estudiaban las curvas de nivel, Dibujo Topografico, y
que se estudiaba el mismo semestre, lo cual fue una
experiencia enriquecedora para los estudiantes.

Como se ha visto en los parrafos anteriores, pese a que
en la enseflanza y el aprendizaje del Calculo todavia se
encuentra un numero significativo de profesores que
continuan impartiendo sus clases en forma tradicional,
existen visiones diferentes que se apoyan en
herramientas tecnoldgicas con el fin de potenciar el
aprendizaje de los estudiantes en esta rama de las
Matematicas (Rojas y Esteban, 2012).

En particular, este trabajo se apoya en el software
dindmico GeoGebra, ya que ha demostrado ser un
programa que permite generar procesos de ensefianza-
aprendizaje no s6lo en un entorno presencial, sino que
también lo hace en ambientes extraescolares no
presenciales. De esta forma es posible emplearlo en un
proceso de ensefianza-aprendizaje combinado tal como
sefiala Garcia er al. (2020), en donde los estudiantes
realizan actividades que requieren su presencia y otras
que puede realizar no presencialmente.

Otro punto favorable para GeoGebra es su caracter
dindmico, “ya que permite la implicacion de los
estudiantes en el proceso de ensefianza-aprendizaje
mediante una retroalimentacién inmediata, la utilizacion
de imagenes, la explicacion de procedimientos, entre
otros” (Garcia et al., 2020, p. 66). Este dinamismo se
puede evidenciar en los materiales didacticos
interactivos que son diseflados por expertos y profesores
con ayuda del software, mismos que se alojan en la nube
y que reciben el nombre de applets.

Los applets son aplicaciones que pueden ser ejecutados
en el contexto de otro programa, por ejemplo, un
navegador web, ofrecen informacion grafica y los
estudiantes pueden interactuar con ellos en menor o
mayor grado segun las caracteristicas que le haya
otorgado su creador. Ademas, pueden ser ejecutados por
diferentes sistemas operativos (incluidos los moviles) lo
que ha facilitado la frecuencia de su uso (Rojas y
Esteban, 2012)

Por todo lo anterior, este trabajo considera como parte
esencial del disefio y desarrollo de la actividad con los
estudiantes la construccion de un applet que favorezca la
visualizacion de las funciones de dos variables y sus
curvas de nivel, asi como el transito entre los diferentes
registros de representacion de estos. Para ello, se tomo
como referencia la construccion sugerida por Del Rio
(2016) en donde se propone que los estudiantes
visualicen la grafica de una funcién, analizando
conjuntamente el comportamiento de dicha grafica
tridimensional y de la grafica bidimensional de las
curvas de nivel, de modo que puedan interactuar con
distintos registros de representacion semidtica y que los
usen de manera conveniente Duval (2006).

En sintesis, actualmente los docentes cuentan con
diferentes herramientas tecnoldgicas que ayudan a los
estudiantes en sus procesos de visualizacion,
particularmente cuando estos son en dos y tres
dimensiones. La tarea de elegir un recurso tecnoldgico
mas adecuado para incluirlo en la practica debe ser
tomada con responsabilidad, pues se requiere tiempo,
organizacidon y preparacion para saber cuales son las
caracteristicas que favorecen el proceso de ensefianza-
aprendizaje del concepto en cuestion. De esta forma,
quienes se dedican a la ensefianza del Calculo pueden
explorar y enlazar los componentes teoricos, analiticos y
visuales para coadyuvar la comprension de los
estudiantes y profundizar en ello desde diferentes
perspectivas (Rojas y Esteban, 2012).

Con base en todos los elementos tedricos presentados, el
objetivo de este trabajo es disefiar un applet GeoGebra
cuya interactividad favorezca la visualizacion espacial y
el desarrollo del concepto de curvas de nivel de
funciones de dos variables cuando sea utilizado por
estudiantes de nivel superior a través de una actividad en
un ambiente no presencial.

1. METODOLOGIA
A. Disernio del applet GeoGebra

A partir de la sugerencia presentada en Del Rio (2016)
de usar la vista grafica 3D de GeoGebra como apoyo
para la ensefianza de las curvas de nivel y tomando
como referencia el applet disefiado por Innova Math
(2018), donde la interfaz grafica favorece el uso
autonomo por parte del estudiante a través de la
seleccion de casillas control, se disefio el applet
GeoGebra con las caracteristicas mencionadas. A

© TecNM - Instituto Tecnoldgico Superior Progreso



Advances in Engineering and Innovation Vol. 7, No. 15, pp. 95-104, Julio - Diciembre 2022

|k & A b O[@)e A @ 4 N e | Barra de herramientas =
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Curvaside nivel Texto dinamico

continuacion, se describen las etapas de construccion de

Dar color a objetos

este:
Etapa 1. Se ingresaron todos los elementos necesarios en
la vista algebraica (Ver Figura 2).

DR SR PN D R Sl FN

Funcién multivariable = =
=N Numero =N

Q@ flxy) =6-3x-2y .

Curva implicita 5 e—) 5 @
. Plano
O ec2 : IntersecaRecorridos(ecl, f)
— (6-3x-2y=2x=0) O el:x=0
o ec3 : IntersecaRecorridos(g, f) : O s:y=0
= (6-3k-y=2y=0) O h:z=0
ec4 : IntersecaRecorridos(h, f)
O p:z==k
— (6-3x-2y =0,z=0) O i
P ec5 : IntersecaRecorridos(p, f) H Texto
— (6-3x-2y=5z=05)
[ ] textol = “f(x,y)="
Numero
@  Ingrese la funcion
k=5 H
@) 5 5 ® @  textod = “Traza en el plano zy”
Plano . textod = “Traza en el plano zz”

Figura 2. Elementos de la vista grdfica. Fuente:
Elaboracion propia.

Los elementos, fueron clasificados en dos tipos, a saber:
a.Los propios del contenido tematico: funciones
de dos variables, ecuacion del plano.
b.Los propios del software:
deslizador.
Etapa 2. Se dio formato a la vista grafica 3D (Ver Figura
3). Esto se realizé usando varias de las funciones de la
barra de herramientas, en este caso:

a. Interseccion de dos superficies: para determinar
las curvas de interseccion entre la superficie y el
plano horizontal (curvas de nivel)

b. Incrustar texto dinamico a color: para expresar
la ecuacion del plano y de las curvas de nivel.

c. Dar color a los objetos: grafica de la
funcion  (superficie  azul),  plano
horizontal (crema) y las curvas de nivel
(moradas).

herramienta

Figura 3. Formato de la vista grdfica 3D. Fuente:
Elaboracion propia.

Etapa 3. Se dio formato a la vista grafica 2D (Ver Figura
4), considerando el espacio donde el alumno podra
interactuar. Este se elabor6 de la siguiente manera:

a. Incrustando texto dindmico a color: para la
instruccion, la notacidbn matematica para la
funcion (tiene la opcion de usar codigo LaTeX),
asi como los items que desee seleccionar.

b. Usando la herramienta “casilla de entrada” para
que el alumno pueda ingresar la funcion.

c. Usando la herramienta “casilla de control” que
sirve para vincular el objeto que se desee
mostrar cuando el alumno selecciona un item,
por ejemplo: si se selecciona “Traza en el plano
XY el alumno podra observar la curva que se
forma al intersecar la grafica de la funcion
(superficie) con el plano z=0.

d. Incrustando un deslizador (linea horizontal
morada) el cual permite que el alumno, al
deslizarlo, visualice de forma dinamica las
curvas de nivel para diferentes planos
horizontales.

e. Cambiando el color de fondo en propiedades.
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Ingrese la funcion
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flz,9) = [6—3.‘5—2y

B Imagen
Boton
Traza en el plano zy Iml
Traza en el plano zz

Traza en el plano y

O 0 0O

Ver curvas de nivel

<

k=5

Ver grafica

Figura 4. Formato de vista grdfica 2D. Fuente:
Elaboracion propia.

Etapa 4. Se ocultdo la vista algebraica y se dejo
unicamente las dos vistas principales: vista grafica 2D y
vista grafica 3D, quedando la vista final y de interaccién
para el alumno, como se aprecia en la Figura 5.

= GeaGebro

Trazas y curvas de nivel

Figura 5. Vista final del applet. Fuente: Elaboracion
propia.

B.  Implementacion del applet GeoGebra

El applet construido fue implementado con un grupo
completo de 16 estudiantes (poblacion) que cursan la
asignatura de Calculo y Analisis Vectorial que se ubica
en el cuarto semestre de la malla curricular de los
siguientes planes de estudio: Ingenieria en
Biotecnologia, Ingenieria Industrial Logistica, Ingenieria
Quimica Industrial.

La implementacion del applet se dio en dos momentos.
El primero fue durante una sesion sincronica virtual, en

la que el docente lo utilizd6 como recurso didactico
(tecnologico) de ensefianza para introducir y explicar a
los estudiantes el concepto de curvas de nivel para
funciones de dos variables que se estudian de forma
basica.

El segundo momento fue cuando los estudiantes lo
utilizaron para resolver uno de los reactivos de una
actividad de aprendizaje, previamente disefiada por el
profesor en la plataforma WebWorK, la cual es un portal
para que el estudiante interactie con diversos ejercicios
del area de matematicas en forma asincrénica y con una
retroalimentacion inmediata (Farfan et al., 2019).

La finalidad de este reactivo (ver Figura 6) era que el
estudiante transite entre las representaciones geométrica
(percepcion espacial) y verbal (descripcion del lugar
geométrico generado) para una mejor comprension del
concepto de curvas de nivel. Aqui es importante
mencionar que a todos los estudiantes se les asignaron
las mismas funciones y opciones de respuesta, pero en
diferente orden.

ADA 1. Funciones de varias variables: Problem 10

Previous Problem | Problem List | Next Problem

(1 poiny L _VC_5 1pg

This set is visible to students.

Malch the surfaces with the verbal description of the level curves by placing the letier of the verbal description fo the left of the number of the
surface.

z=zy

z=2r+3

.z = /(25 — 27 — )
i

=
2= @+
=227+ 37

1
2
3.
az=L
s,
8.
T.z=2*+y?

A3 collection of equally spaced paralel lines
8. a collection of unequally spaced paraliel ines

€. a collection of concentric ellipses

D. 2 collection of equally spaced conceniric circles
E. two straight ines and a collection of hyperbolas.
F. a collection of unequally spaced concentric circles

Note: You can eam partial credit on this problem.

Figura 6. Ejemplo de reactivo en WebWorK. Fuente:
Elaboracion propia.

Como parte de las instrucciones para resolver el
reactivo, se le indicé al estudiante que utilice el applet
dindmico para identificar de manera grafica el lugar o
lugares geométricos que representan las curvas de nivel
de cada una de las funciones en cuestion.

En ese sentido, para que los estudiantes pudieran utilizar
el applet disenado, el docente:
* Proporciond el enlace de acceso.
e Explico que debian realizar las siguientes
acciones:
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1. Ingresar la funcion de dos variables en la
casilla de entrada que lo solicita, para cada una
de las que presenta el ejercicio, como se
aprecia en la Figura 7.

Ingrese la funcion

(J Traza en el plano zy
[] Traza en el plano zz

[ Traza en el plano yz

[ Ver curvas de nivel

Ver grifica

Figura 7. Vista grdfica para el estudiante. Fuente:
Elaboracion propia.

2. Usar el deslizador para que el plano horizontal
se vaya desplazando hacia arriba o hacia abajo
y en la vista grafica 3D se vayan mostrando las
curvas de nivel (ver Figura 8).

Ingrese la funcion

[J Traza en el plano ay
(] Traza en el plano zz
(] Traza en el plano yz
Ver curvas de nivel
k=05
o

Ver gréfica

Figura 8. Vista grdfica de las curvas de nivel. Fuente:
Elaboracion propia.

3. Rotar el grafico, en caso de ser necesario, para
visualizar desde diferente perspectiva (ver
Figura 9) las curvas de nivel e identificar de
qué lugar geométrico se trata (parabola,
circunferencias, hipérbolas, etcétera).

Ingrese la funcion

{J Trazaen el plano oy
[ Traza en el plano @z

(] Traza en el plano yz

Ver curvas de nivel
k=05

Ver gréfica

Figura 9. Vista grafica de perspectivas. Fuente:
Elaboracion propia.

4. Finalmente, una vez que hayan identificado el
lugar geométrico que corresponde a las curvas
nivel para cada funcién con ayuda del applet,
debian escribir el inciso que corresponde a cada
ecuacion a partir de la descripcion verbal que se
establece en el reactivo, tal como se muestra en
la Figura 10.

ADA 1. Funciones de varias variables: Problem 10

Previous Problem | Problem List | Next Probiem

1 point) L _VC_5_1.pg

Match the surfaces with the verbal description of the level curves by placing the leter of the verbal descriplion (o the left of the number of the
surface.

1z—zy
2z=22+3%y
s.z=/(B—zT—7%)
=L

8.z2= /@ +9%)
6.z=2+37
T.z=2+1®

“olofa|n|>|m

A. a collection of equally spaced paraliel lines
B. 2 collection of unequally spaced parallel ines
G.acollection of concentric ellipses

B. 2 collection of equally spaced concentric circles
E. two straight lines and a collection of hyperbolas
F.a collection of unequally spaced concentric circles

Figura 10. Respuestas correctas del reactivo en
WebWorK. Fuente: Elaboracion propia.

C. Obtencion de informacion y analisis cualitativo
Como se mencioné anteriormente, una de las ventajas de
la plataforma WeBWorK es que califica los reactivos de
cada actividad de forma automatica. De la aplicacion de
este reactivo se obtuvo un 100% de respuestas correctas
por parte de los estudiantes, lo cual es un indicio de que
la representacion visual generada por el applet tuvo un
impacto en su analisis, sin embargo, era importante
descartar la posibilidad de que hayan seleccionado sus
respuestas al azar. Por tal motivo, el docente solicit6 a
los estudiantes que incluyeran, como parte del reporte de
la actividad de aprendizaje, las capturas de pantalla
desde diferentes angulos de la representacion visual que
generaron con ayuda del applet para justificar su
respuesta seleccionada.
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La informaciéon recabada de los reportes de los
estudiantes, junto con los datos que se habian obtenido
de la plataforma WebWorK, permitieron hacer un
analisis cualitativo para identificar si el applet coadyuvd
al analisis grafico (representacion visual) realizado por
los estudiantes, asi como para generar las curvas de
nivel de una funcién de dos variables para diferentes
valores del parametro kK entendiendo su relacion con la
forma de la funcion misma. En el siguiente apartado se
hace una descripcion de dicho analisis.

II1. RESULTADOS

Antes de iniciar con el analisis cualitativo es importante
subrayar que, si bien todos los estudiantes lograron
asociar la funcion con la descripcion del lugar(es)
geométrico(s) que corresponden a sus curvas de nivel,
existen diferencias en los argumentos que estos
desarrollaron para justificar la eleccion de su respuesta.

Al revisar las figuras presentadas se observo que, para
seis de las siete funciones dadas, el 100% de los
estudiantes lograron, de manera correcta, generar y
visualizar con la ayuda del applet dinamico las curvas de
nivel correspondientes a los diferentes valores del
parametro Kk, a saber, para valores de k<0, k=0 y
k>0. Sin embargo, para la funcién z=Xxy, se detectd
que algunos estudiantes tuvieron ciertas dificultades
para identificar o mostrar todos los posibles lugares
geométricos que se generan para los diferentes valores
de k.

A continuacién, se presentan las  imagenes
proporcionadas por dos de los estudiantes que tuvieron
alguna de las dificultades mencionadas:

El estudiante A solo presentd la Figura 11 como
perspectiva, en ella se observan las curvas de nivel para
valores de k>0, sin embargo, no coincide con la
ecuacion que se aprecia (Xy=-—05(.Ademas, se le
indico que le falté analizar qué curvas de nivel se
generan para valores de k menores o iguales a cero.

Curvas de nivel

y=-b

Figura 11. Visualizacion presentada por el estudiante A.
Fuente: Actividad del Estudiante A.

El estudiante B solo presentdé la Figura 12 como
perspectiva que, si bien no es incorrecto, se le indico que
no se aprecian las curvas de nivel para k=0 que
corresponde a dos lineas rectas y que era importante
mostrarlas como parte de la justificacion de la eleccion
de su respuesta.

z=xy
Trazas y curvas de nivel

Figura 12. Visualizacion presentada por el estudiante B.
Fuente: Actividad de aprendizaje del Estudiante B.

Si bien esos dos estudiantes (el 12.5%) presentaron
alguna dificultad, se considera que con las
observaciones realizadas podran comprender la
importancia de analizar qué sucede para los diferentes
valores del parametro K.

Por otro lado, la mayoria de los estudiantes (el 87.5%)
presentd un grafico similar a la Figura 13, la cual
contiene los dos graficos mostrados por el estudiante C
donde se aprecia claramente qué lugares geométricos se
generaron para los diferentes valores de K.
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B. two straight lines and a collection of hyperbolas
Figura 13. Visualizacion presentada por el estudiante C.
Fuente: Actividad de aprendizaje del Estudiante C.

IV. CONCLUSIONES

El disefio de recursos didacticos fisicos o tecnologicos
que faciliten el proceso de ensefianza- aprendizaje de las
matematicas, no es una actividad trivial por parte del
docente, mas aun para conceptos complejos y/o
especificos que se abordan en cursos de nivel superior.
En ese sentido, aquellos docentes que deciden
aventurarse deben invertir tiempo, conocer muy bien el
contexto donde sera implementado y poner en marcha su
creatividad para que el recurso sea atractivo, versatil y
facil de utilizar. Ademas, en el caso de los recursos
tecnologicos el docente debe poseer la capacitacion y
habilidad en el uso de los softwares disponibles para su
disefio.

Desde el punto de vista de los autores y con miras a
afrontar la era post pandemia, se considera que seguir
creando e/o implementando recursos didacticos
tecnologicos para mejorar el proceso de ensefianza-
aprendizaje dentro o fuera del aula es muy alentador, ya
que la gran mayoria de ellos pueden disefiarse a través
de software libre y sus ventajas son muchas; en el caso
particular del applet dindmico disefiado se pueden
resaltar como ventajas:

e La vista presentada al usuario (estudiante) permite
la facil de manipulaciéon y que sea atractivo para
los estudiantes.

¢  Puede utilizarse en todo momento desde cualquier
dispositivo electronico con acceso a internet.

e Fl estudiante puede analizar la representacion
visual de curvas de nivel para funciones mas
complejas.

e Es versatil, ya que puede usarse para la ensefianza
y aprendizaje del concepto de trazas para la
gréfica de una funcién de dos variables.

e Puede reutilizarse para cursos futuros.

® No genera costo alguno ni para el docente ni para
el estudiante.

Después de la implementacion del applet dindmico y
derivado de la evaluacion realizada por el docente, a los
trabajos entregados por los estudiantes, se observd que
uno de los estudiantes asimild parcialmente el concepto
de curva de nivel, debido a que, para una de las
funciones propuestas, no realizd el analisis completo
para los diferentes valores del parametro Kk, en
especifico faltd analizar qué lugar geométrico se
generaba cuando ktomaba valores menores o iguales
que cero. Fuera de ese caso, se puede afirmar que para
mas del 85% de los estudiantes fue muy util y
provechoso esta experiencia de aprendizaje donde se le
proporcion6 un recurso didactico que facilite la
representacion visual y dindmica para una mejor
apropiacion del concepto matematico (curvas de nivel).

Por lo anterior, se recomienda que este u otros applets
dindmicos que faciliten la representacion visual de los
conceptos matematicos que lo ameriten sean incluidos
en el disefio de actividades de aprendizaje tanto
asincronicas como sincronicas en ambientes de
educacion a distancia, presencial o hibrida.
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