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Resumen: De la segunda ley del movimiento de
Newton y la ley de la gravitacion se construye un
modelo de dos cuerpos donde uno de ellos, el Sol, es
orbitado por otro cuerpo celeste menos masivo. El
modelo encontrado se puede escribir como un par de
ecuaciones diferenciales de segundo orden cuya
soluciéon analitica en coordenadas polares depende la
excentricidad €. Utilizando el software GeoGebra se
encontré que dependiendo del valor de €, las orbitas
pueden ser cerradas: circunferencias y elipses, o
abiertas: pardbolas e hipérbolas. Para el caso de las
orbitas elipticas se demuestra que el cuerpo celeste se
mueve con mayor rapidez cuando estd mas cerca del
sol (perihelio) que cuando esta en su punto mas
alejado (afelio). Se realiza una estimacion del afelio y
las rapideces orbitales minima y maxima de los ocho
planetas del Sistema Solar. La diferencia entre los
valores arrojados por el modelo con aquellos
estimados por la NASA en 2021 es insignificante.

Recibido: 31/Marzo/2022
Aceptado: 01/Junio/2022

Palabras clave: problema de 2-cuerpos, orbitas
planetarias, afelio, perihelio, GeoGebra.

Abstract: From Newton's second law of motion and
law of universal gravitation we develop a model of
two celestial bodies. In our model, a low mass
celestial body orbits the sun. We find that the motion
can be written as a pair of second order and degree
differential equations. These equations have an
analytical solution in polar coordinates which
depends on the eccentricity €. By using the
GeoGebra software, we find that depending on the
value of €, the orbit can be a closed curve: a circle or
an ellipsis, or an open curve: a parabola or a
hyperbola. For elliptical orbits, we show that the
celestial body moves faster when it is closer to the
sun (perihelion) than when it is at its furthest point
(aphelion). We show the aphelion, and minimum and
maximum orbital speeds of the eight planets of the
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solar system. Our estimations compared to NASA’s
in 2021 are very alike.

Keywords: 2-body problem, planetary orbits,
aphelion, perihelion, GeoGebra.

L. INTRODUCCION

En ocasiones, resolver sistemas de ecuaciones
diferenciales no tiene sentido si estas no definen algiin
fendmeno que pueda ocurrir en la vida cotidiana o en la
naturaleza. Precisamente, las aplicaciones en economia,
ingenieria, biologia, quimica, fisica o astrofisica son un
punto muy importante para motivar el interés en su
aprendizaje.

Es de dominio publico que tanto la Tierra como el resto
de los planetas del Sistema Solar giran al redor del Sol
en oOrbitas elipticas. Sin embrago, desconocen que el
movimiento de estos objetos cosmicos pude ser
modelado mediante un sistema de ecuaciones
diferenciales, incluso que, existen cuerpos celestes que
describen otros tipos de oOrbitas, bien pueden ser
hipérbolas o parabolas.

El estudio del movimiento de los cuerpos celestes se
remonta desde la época de los griegos, iniciando con
Aristoteles (Denat, 2010). Muchos siglos mas tarde,
Kepler, basandose en observaciones realizadas por el
astronomo Tycho Brae, logré demostrar que los planetas
giran en torno al Sol en orbitas elipticas y Newton lo
pudo corroborar gracias a la gravedad (Halliday et al.,
2011). También existe evidencia observacional, desde
principios del siglo XIX, que otros cuerpos celestes en el
Sistema Solar, como los cometas, poseen Orbitas con
otras geometrias: hiperbodlicas o parabdlicas (Hansen,
1944). En noviembre de 2018, se descubrié el cometa
C/2018 V1 y se estim6 que posee una Orbita hiperbolica
(de la Fuente Marcos & de la Fuente Marcos, 2019); asi
como el cometa C/2012 S1 (Hergenrother, 2013),
descubierto en septiembre de 2012 por astrébnomos del
the International Scientific Optical Network, el cual se
desintegr6 el 28 de noviembre de 2013 pocas horas
después de haber pasado por su punto mas cercano al
Sol (187000 km); mientras que, el cometa C/2012 B3,
descubierto en 2012 por astronomos del Observatorio
Astronomico de Mallorca, se aproximo al Sol siguiendo
una orbita parabolica (Sato et al., 2012).

Crear un modelo completo del Sistema Solar seria algo
extremadamente complejo, ya que este esta constituido

por ocho planetas, cinco planetas enanos, asi como de un
sin nimero de asteroides y cometas. Sin embargo, existe
evidencia cientifica de sistemas estelares donde la
estrella central es orbitada solamente por un planeta, por
ejemplo, el caso de la estrella // Ursae Minoris que es
orbitada por un planeta gigante gaseoso de 14.74 masas
de Jupiter (Dollinger et al., 2009).

Lo anterior ha dado la pauta de proponer un modelo lo
suficientemente sencillo del Sistema Solar que dependa
de la excentricidad € de la drbita del cuerpo celeste, con
el que se pueda explicar la geometria de dicha orbita, asi
como las rapideces orbitales en algunos puntos
especificos.

II. MARCO TEORICO

Desde el punto de vista matematico, el movimiento de
los cuerpos celestes que orbitan al Sol se fraduce en
resolver el problema de n-cuerpos considerando N
puntos de masa m;,i=1,2,..., N moviéndose bajo la
influencia de la atraccidon gravitacional mutua en el
espacio tridimensional. No obstante, la solucion de este
problema no es del todo sencilla ya que hay que resolver
un sistema de 6 N ecuaciones diferenciales de primer
orden con 6N condiciones iniciales (Aaseth, 2003).
Ademas, para el caso de los planetas, estos deben de
seguir la primera ley del movimiento Kepler:

Ley 1 (LEY DE LAS ORBITAS) Los planetas tienen
movimientos elipticos alrededor del Sol, estando este
situado en uno de los focos de la elipse (Walker, 2011).
Esta ley fue deducida por Kepler, haciendo ajustes
geométricos de observaciones del movimiento del
planeta Marte sobre la boveda celeste. Sin embargo, fue
Isaac Newton casi dos siglos después, para ser precisos
en 1665, que descubrié un principio sencillo con el que
puedo explicar y cuantificar la Primera ley de Kepler.
Derivado del estudio del movimiento de la Luna y los
planetas, Newton concluyoé no solo que la Tierra atrae a
una manzana y a la Luna, sino que también el Sol atrae a
los planetas; a esta tendencia de los cuerpos de ser
atraidos hacia otro, Newton la llamo gravitacion, y
depende tanto de la masa de los cuerpos interactuantes,
asi como de las distancias entre ellos.

Ley 2 (LEY DE LA GRAVITACION UNIVERSAL)
Cada particula de materia en el Universo atrae a todas
las demas particulas con una fuerza que es directamente
proporcional al producto de las masas de las particulas
e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia
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entre  ellas (Young &  Freedman, 2016).
Matematicamente la ley anterior se expresa de la
siguiente forma:

m; m,

2 b
r

Donde F es la magnitud de la fuerza ejercida entre los

F=G

dos cuerpos, M; y M, son las masas de los cuerpos, I" es

la distancia entre los cuerpos, y G es la constante de
gravitacion universal. Newton no pudo establecer el
valor de G ya que no contaba con datos suficientes, solo
pudo deducir que deberia ser un nimero muy pequerfio.
No fue hasta 1798 que Henry Cavendrish obtuvo un
valor implicito de G al estimar la densidad de la Tierra.

En su obra Philosophice  Naturalis Principia
Mathematica, donde Newton publico la ley de Ia
gravitacion universal, también desveld otros tres
principios fisicos fundamentales relativos al movimiento
de los cuerpos. Estas leyes describen la relacion que
existe entre un cuerpo y las fuerzas que actuan sobre él,
y su movimiento en respuesta a dichas fuerzas.

Ley 3 (PRIMERA LEY DEL MOVIMIENTO DE
NEWTON) Un cuerpo sobre el que no actua una fuerza
neta se mueve con velocidad constante (que puede ser
cero) y aceleracion cero (Young & Freedman, 2016).

Ley 4 (SEGUNDA LEY DEL MOVIMIENTO DE
NEWTON) La fuerza neta que actua sobre un cuerpo es

igual al producto de la masa del cuerpo y su
aceleracion (Walker, 2011).

Ley 5 (TERCERA LEY DEL MOVIMIENTO DE
NEWTON) Cuando dos cuerpos interactuan, las fuerzas
sobre los cuerpos de uno sobre el otro son siempre
iguales en magnitud y opuestas en direccion (Walker,
2011). La primera ley del movimiento de Newton
simplemente quiere decir que, los cuerpos no pueden
comenzar a moverse, detenerse o cambiar de direccion
por si mismos. Se necesita cierta fuerza que actue sobre
ellos desde el exterior para causar tal efecto. Esta
propiedad de los cuerpos de resistir los cambios en su
estado de movimiento se llama inercia. Es por esta
razén que los planetas al girar alrededor del Sol no salen
disparados en direcciones tangentes a sus orbitas.

Por otro lado, la segunda ley del movimiento de Newton
describe lo que ocurre cuando una fuerza neta externa
distinta de cero actua sobre ¢él, es decir, el cuerpo

acelera. La direccion de la aceleracion es la misma que
la direccion de la fuerza neta. Matematicamente se
puede escribir como:

ity

F. . =ma,

—_—

donde F,,
cuerpo y d es el vector aceleracion.

es el vector fuerza neta, m es la masa del

Finalmente, la tercera ley del movimiento Newton
describe lo que ocurre como consecuencia de la
interccion entre dos cuerpos. Es decir, cuando un cuerpo
ejerce una fuerza (accion) sobre un segundo cuerpo este
ultimo siempre ejerce una fuerza de igual magnitud y
direccion opuesta (reaccion) sobre el primero. De este
modo, en el sistema Sol-Tierra, la fuerza que ejerce el
Sol sobre la Tierra es exactamente igual pero con signo
opuesto a la que la Tierra ejerce sobre el Sol.

Las tres leyes del movimiento de Newton han sido
verificadas por innumerables experimentos en los
ultimos tres siglos, y todavia se utilizan ampliamente
hasta el dia de hoy para describir el comportamiento de
algunos fenémenos de la naturaleza. Forman, ademas, la
base de lo que ahora se conoce como mecdnica clasica,
que comprende el estudio de los cuerpos que son mas
grandes en comparacion con las escalas muy pequeiias
abordadas por la mecdnica cudntica, y que se mueven
muy lentamente comparadas con las altisimas
velocidades abordadas en la mecdnica relativista.

III. METODOLOGIA

A. Deduccion del modelo matematico

Considérese que el Sol de masa M yace fijo en el
origen del plano-Xy, mientras que es orbitado por un
cuerpo celeste de menor masa M, (planeta, asteroide,
cometa, etc.) que se encuentra en el punto P(x, y] al
tiempo t, como se muestra en la Figura 1. La tnica
fuerza l?; que el cuerpo celeste siente es el tiron
gravitacional por parte del Sol que le permite moverse.
Luego, por la segunda ley de Newton F'OZ m, (_1;, o en
términos de las componentes X y y,
FX=—F_cos|8|=m.d, (1a)
Fg)Z—FOsin(O):mca?‘, (1b)

(x 1y

¢ »4a; ) son la masa y la aceleracion

a
del cuerpo celeste, respectivamente.

donde M,y @ =
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Figura 1: Representacion de la fuerza de atraccion
gravitacional F g ejercida por el Sol sobre un cuerpo

celeste que lo orbita en la posicion P (x, y) al tiempo t.
Fuente: Elaboracion propia.

Por la Ley de la Gravitacion de Newton, la magnitud de
la fuerza F o es G Mom,/r?, donde G es la constante
de gravitacion universal y r=+/x*+ )/2 es la distancia
entre los dos cuerpos celestes. Dado que la aceleracion
es la segunda derivada de la posicion, S$= (X, y),
respecto al tiempo, es decir, a;:d 5/dt>, en términos
de las componentes X e y de los vectores fuerza y
aceleracion, de la Ecuacion (1) se sigue que

d2X -GM_ x
dtzz 2 203/2,(261)
X +y?]

dy _—GMyy

2 3/27 (2 bJ
At [x’+y
Por construccion, se asume que al tiempo t=0 el
cuerpo celeste se localiza a una distancia d; del Sol
(sobre el eje X) y que se mueve en sentido antihorario
con una rapidez orbital V; de aqui que, las condiciones
iniciales de las Ecuaciones (2a) y (2b) son:

x(o):do,y(oJ:o,@‘ —o, b

il =0 ] =V 2¢)

t=0

El problema de valor inicial, definido por la Ecuacion
(2) no se puede solucionar analiticamente en el sistema

cartesiano (X,y). Para ello se realiza un cambio de
coordenadas al sistema polar (r,e), mediante la
transformacion X (t|=rcos (@), y(t|=rsin(f]. Lo
que da lugar al siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales de segundo grado y orden

2 e
ﬂ—r(@) =———cos(0), (3a)
r

dt’ dt

drdo d°6

————tr— 3b

acdr g0 6D
donde la condicion inicial es

dr de Vo

0/=d,,0(0|=0,—| =0,—~2 == @3
r(0]=d,,0(0) e e Ml

B. Solucion analitica del modelo matematico
La Ecuacion (3) define el movimiento de un cuerpo
celeste que orbita al Sol por accion de la fuerza
gravitacional en coordenadas polares. Multiplicando la
Ecuacion (3b) por r, esta se reescribe como:
i(1‘2@)—0

de\' dt |

b

integrando la ecuaciéon anterior y utilizando las
condiciones iniciales definidas por la Ecuacion (3¢c) se
obtiene que:

do _dyV, (4)

dt r2 '

Usando este resultado, la Ecuacion (3a) se rescribe en la
forma:

dt’ r’ rr

(5)

dr
Haciendo la sustitucion {=—— 'y dado que =0

dt

cuando r:do, la Ecuacion (5) se puede llevar a la
forma:

ﬂ)z_ZGM@_dﬁvé_'_dové—ZGMO

= 2 (6)

dt r r do

Ya que se requiere una ecuacion diferencial que
relacione a 1 y 0, para asi hallar una solucién de la
forma r(9) la cual no dependa explicitamente de t, y

do
asumiendo que —— #0, por la regla de la cadena se

dt
-1
sigue que j—g :(% %) , véase Stewart (2012).
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Asi, de las Ecuaciones (4) y (6) se obtiene la siguiente
ecuacion diferencial que relaciona a las variables 1 y 6

d—r=ir\/ar2+2[5’r—1;

do
_dyvg—2GM,
a= d3 2 ’
oVo
2GM,
B= v
oVo

Haciendo la sustitucion U=—, la ecuacioén anterior se
r

transforma en

—du _
2 2
Vla—p—(u—p]
Cuya solucion es
u=p+Va+p’cos|k+8)|, (7)
donde K es una constante de integracion.
Definiendo la excentricidad de la 6rbita como
2 2
o+ d,v
=26 MoV G M=
o}
y reescribiendo la Ecuacion (7) en términos de ' y €, se
sigue que
d,[1+€
r(o| :0—) (9]
1+€coslk +6
Finalmente, ya que I =d; cuando 6 =0, de la Ecuacién
(9) se infiere que K=2nmcon n € Z. Sin pérdida de
generalidad, tomando K =0, (i.e. n=0), la Ecuacién (9)
se transforma en
d,(1+¢€]
rlg|=—"——.[10]
1+€ecos()

La Ecuacion (10) es la solucion del problema de valor
inicial definido por la Ecuacion (3).

+do,

€= —1

IV. RESULTADOS

La Ecuacion (10) es la forma polar de una seccion
conica que tiene excentricidad €. Utilizando el software
libre GeoGebra, véase la Figura 2, se encontrd que para
€=0, dicha ecuacidén representa una circunferencia;
para 0<e<1, representa una elipse; para €=1,
representa una pardbola; mientras que para €>1,

representa una hipérbola, tal como lo muestra Blitzer
(2013).

cometa: Orbita
arabélica )

P planeta: 6rbita
eliptica

satélite artificial:
Grbita circular g _

Figura 2: Geometrias de las orbitas de los cuerpos
celestes que orbitan el Sol graficadas con GeoGebra.
Fuente: Elaboracion propia.

A. Orbitas elipticas: afelios y perihelios

Debido a que el Sol no se localiza en el centro de una
orbita eliptica, sino en uno de sus focos, a medida que
los cuerpos celestes giran en torno a él, estos se acercan
y se alejan, dando lugar a dos puntos geométrico—
astrofisicos muy importantes: el perihelio y el afelio. El
lugar donde un cuerpo celeste se encuentra mas cerca
del Sol se denomina perihelio, mientras que aquel donde
se encuentra mas lejos se llama afelio. Estos vocablos
derivan de griego helios que significa Sol, peri que
significa cerca, y apo que significa lejos de.

perihelio

afeliof

Figura 3: Afelio y perihelio de un cuerpo celeste sobre
una orbita eliptica. Fuente: Elaboracion propia.

De las condiciones iniciales definidas por la Ecuacion
(3¢c) y de la Ecuacién (10) se infiere que el perihelio
ocurre en

=d,.[11].

r peri

Mientras que de la Ecuacion (8) se sigue que la rapidez
orbital del cuerpo celeste en este punto es

Vperi:VO: (12)

0
Ya que el afelio ocurre cuando 8 =711, de la Ecuacion
(10) se sigue que
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_1+e
Fapo= ¢ d,.(13)
Ademas, de las Ecuaciones (4) y (5) se obtiene que la
rapidez orbital del cuerpo celeste en el afelio (0 =) es
_1-—e€
Vo= T7e v,.14]

Dado que (1—6)/(1+€)<1, ya que 0<e<1, de las
Ecuaciones (11) y (13) se sigue que 'y, <I,,,,;, mientras
que de las Ecuaciones (12) y (14) se infiere que
Vapo<vperi~
En la Tabla 1 se muestra el valor estimado, mediante la
Ecuacion (13), del afelio de los ocho planetas del
Sistema Solar; en dicha estimacion se utilizaron datos de
la NASA.

Tabla 1. Estimacion del afelio de los planetas del
Sistema Solar. Fuente: ®Datos de la NASA

(Williams, 2021). ®Estimacién propia.

Planeta Excentricidad’ Perihelio® Afelio® Afelio®
» [10° km] [10° km] [10° km]

Mercurio 0.2056 46.000 69.818 69.810

Venus 0.0068 107.480 108.941 108.951
Tierra 0.0167 147.095 152.100 152.091
Marte 0.0935 206.650 249.261 249.279
Jupiter 0.0487 740.595 816.363 816.421
Saturno 0.0520 1357.554 1506.527 1506.483
Urano 0.0469 2 732.696 3001.390 3001.636
Neptuno 0.0097 4 471.050 4558.857 4558.637

En la Tabla 2 se muestran los valores estimados de las
rapideces orbitales minima (en el afelio) y méxima (en
el perihelio) de los ocho planetas del Sistema Solar.
Estos valores se obtuvieron utilizando

M,=1998500 x 10* kg (Williams, 2021) vy
G=6.6742 x 10 "' N 'm%*kg’ (Halliday et al., 2011)
en las Ecuaciones (12) y (14), respectivamente, asi como

los valores de los perihelios planetarios encontrados en
Williams (2021).

Tabla 2. Rapideces orbitales minima y maxima de los
planetas del Sistema Solar. Fuente: © Datos de la
NASA (Williams, 2021). “Estimacién propia.

Rapid Rapid Rapidez orbital Rapidez orbital

Objet orbital orbital maxima‘® maxima®

Jeto minima® minima® [km/s] [km/s]
[km/s] [km/s]

Mercurio 38.86 38.861 58.98 58.977
Venus 34.79 34.782 35.26 35.259
Tierra 29.78 29.292 30.29 30.287
Marte 21.97 21.968 26.50 26.500
Jupiter 12.44 12.435 13.72 13.708
Saturno 9.09 9.138 10.18 10.141
Urano 6.49 6.491 7.11 7.130
Neptuno 5.37 5.369 5.50 5.474

V. CONCLUSIONES

De la implementacion de la segunda ley del movimiento
de Newton y la ley de la gravitacion universal, se puede
construir un modelo de primer orden de la interaccion
entre el Sol y un cuerpo celeste menos masivo. Este
modelo concluye que la orbita que puede seguir dicho
cuerpo puede ser una curva cerrada: circunferencia o
elipse, o una curva abierta: una pardbola o una
hipérbola, tal como lo afirman las observaciones
astrondmicas. Sin embargo, este modelo no logra
explicar una anomalia en la érbita del planeta Mercurio
conocida como precesion, es decir, el bamboleo de la
orbita (como el movimiento de los trompos). Este
fendmeno va mas alla de la mecéanica Newtoniana,
siendo propio de la mecanica relativista.

Asimismo, el modelo logra explicar que los cuerpos
celestes que siguen oOrbitas elipticas, como los planetas,
planetas enanos, y algunos asteroides y cometas (1)
presentan un acercamiento maximo al Sol (perihelio) asi
como un alejamiento maximo (afelio), donde
I peri <T apos ¥ (2) la rapidez orbital del cuerpo celeste en
el afelio es menor que aquella en el perihelio (
Vperi” Vapo)s 10 que quiere decir que: los cuerpos
celestes se mueven mds rapido cuando se aproximan al
Sol, adquieren una rapidez maxima en el perihelio y
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justamente  después  comienzan a  desacelerar,
alcanzando su velocidad minima en el afelio.

Se encontr6 que los afelios y rapideces orbitales minima
(en el afelio) y maxima (en el perihelio) de los ocho
planetas del Sistema Solar estimadas con el modelo
desarrollado son muy parecidas a aquellas registradas
por la NASA en Williams (2021).
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